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Teoria de processamento digital de sinais.

- Transformada de Laplace;
- Transformada de Fourier;
- Amostragem;
- Sinais discretos no tempo;
- Transformada Z;
- Transformada Discreta de 
Fourier;
- Convolução;
- Correlação;
- Filtros digitais;
- Modelo auto-regressivo;
- Promediação de sinais.

Práticas de Laboratório.
- Redução de ruído: filtragem 
digital, promediação.



Revisão – Sinais e Sistemas

Definições:

• Sinais (Lathi): Um sinal é um conjunto de dados ou informações. Um sinal
pode ser função do tempo (e.g., sinal de televisão, sinal vendas mensais de
uma corporação) ou do espaço (carga elétrica distribuída em um corpo).
Neste curso se tratará de sinais que são funções do tempo, embora a
análise seja válida para outras variáveis independentes.

• Sistemas (Lathi): Formalmente, um sistema é uma entidade que pode
processar um ou mais sinais (entrada do sistema) e produzir um ou mais
sinais (saída do sistema). Sistemas podem modificar ou extrair informações
adicionais de um sinal.



Revisão – Sinais e Sistemas

Sinais: Discretos, contínuos, analógicos e digitais ... Qual a diferença?



Revisão – Sinais e Sistemas

Tipos de Sinais

• Sinais contínuos são funções definidas em todo estante de tempo;
• x(t) é um sinal no qual t pode assumir qualquer valor real;
• x(t) pode ter valor constante ou nulo para um intervalo de valores de t;

• Sinais discretos no tempo são funções de um argumento que só pode 
assumir valores discretos pertencentes a um conjunto.

• x[n] é um sinal no qual n ={...-3,-2,-1,0,1,2,3...}.
• Usualmente emprega-se um índice ao invés da variável tempo quando 

se trata de sinais discretos.
• Tanto para sinais contínuos como para sinais discretos, o valor de x pode ser 

real ou complexo.



Revisão – Sinais e Sistemas

Tipos de Sinais

• Sinais analógicos são sinais que podem assumir uma gama infinita de 
valores em um instante de tempo qualquer.

Exemplo: Sinal de som;

• Sinais digitais são sinais que podem assumir um numero finito e bem definido 
de valores em um instante de tempo qualquer.

Exemplo: Sinal transmitido pela internet.



Módulo 3

Teoria de processamento digital de 
sinais



Introdução – Módulo 3

Porque Estudar Processamento Digital de Sinais?



Introdução – Módulo 3

• A rápida evolução das técnicas de processamento digital de sinais e a sua
influência em todos os setores do conhecimento humano se devem ao
desenvolvimento da microeletrônica e, em especial, dos microprocessadores.

• Conversores analógico/digital e digital/analógico tornaram o mundo digital
aberto para os diversos tipos de aplicações onde é vantajoso representar um
sinal analógico (tempo contínuo) em um formato digital (tempo discreto).

• As técnicas que utilizam processamento digital de sinais vêm ganhando
espaço em diversas aplicações, como: processamento de voz, áudio, imagem
e vídeo, comunicações, automação e controle de processos, robótica, visão
computacional, sismologia, meteorologia, finanças, economia, sistemas
embarcados, instrumentação, reconhecimento e identificação de padrões,
sistemas especialistas, navegação aeroespacial, guerra eletrônica, agricultura
de precisão, biomecânica, química, medicina, biologia e todas as áreas em
que é possível utilizar um computador digital para processar informações.



Introdução – Módulo 3

No âmbito da engenharia biomédica também é possível observar o grande
avanço tecnológico resultante dos equipamentos digitais. Exemplos disso são os
modernos eletrocardiógrafos digitais, os equipamentos de tomografia
computadorizada e os scanners de ressonância magnética nuclear.



Digitalização de Sinais

Exemplo de um sinal de voz:



Digitalização de Sinais

Exemplo de um sinal de voz:

� Podemos verificar no exemplo anterior que a
voz humana tem uma frequência máxima de
aproximadamente 4 kHz.



Digitalização de Sinais

Teorema da amostragem (teorema de Nyquist):

� Dado um sinal contínuo com largura de banda
Fmax, se amostrarmos esse sinal a uma
frequência maior ou igual a duas vezes Fmax,
então o sinal amostrado contém toda a
informação do sinal contínuo e é possível
recuperar exatamente o sinal original a partir
das amostras.



Digitalização de Sinais

Teorema da amostragem (teorema de Nyquist):

� Ou seja, se amostrarmos a voz humana a uma
frequência maior que 8 kHz é possível
recuperar o sinal de voz gravado exatamente.



Digitalização de Sinais

• A construção de um sinal digital a partir de um sinal analógico é constituída de
três passos distintos: a transdução/captação, o condicionamento e a
digitalização.

• O primeiro passo é a captação do sinal e a transdução para a forma elétrica.

• No processo de condicionamento do sinal, geralmente são implementadas
operações como amplificação e filtragem analógica do sinal.

• O sinal é então digitalizado por meio de uma interface analógico/digital e o
resultado é uma sequência de amostras que são armazenadas em uma
memória para processamento posterior.

• A digitalização é subdividida em duas etapas: a discretização temporal,
denominada “amostragem”, e a discretização de amplitude, denominada
“quantização” e pode possuir uma codificação para adequação a um sistema.



A Digitalização de sinais analógicos é obtida com os seguintes três processos:

1. Amostragem : Discretização do sinal analógico original no tempo.
2. Quantização : Discretização da amplitude do sinal amostrado.
3. Codificação : Atribuição de códigos (geralmente binários) às amplitudes do

sinal quantizado.

Digitalização de Sinais



Digitalização de Sinais



Digitalização de Sinais



Amostragem

Digitalização de Sinais



Quantização

Digitalização de Sinais



Codificação

Digitalização de Sinais



A Figura a seguir apresenta um diagrama de blocos simplificado onde é ilustrado 
o processo de digitalização de um sinal.

Digitalização de Sinais



• O condicionamento de sinal é responsável pela adequação de amplitude de
tensão e/ou de corrente elétrica e filtragem do sinal.

• O filtro de guarda identificado na figura possui a característica de tornar o sinal
analógico mais suave, minimizando as variações abruptas. Essa característica
é associada ao comportamento no domínio das frequências e é denominada
filtragem passa-baixa, que será discutida mais adiante.

• A interface Analógica/Digital, na grande maioria das aplicações, opera a taxa
fixa de digitalização. Para cada aplicação existe uma taxa de amostragem
mínima que é conveniente para representação digital do sinal. Caso essa taxa
mínima não seja obedecida, ocorre um fenômeno denominado superposição
de espectros, ou aliasing , que acarreta perdas de informação na
representação digital.

Digitalização de Sinais



Digitalização de Sinais
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• O teorema da amostragem, ou teorema de Nyquist , diz que a taxa de
amostragem mínima para se amostrar um sinal, ou a frequência de Nyquist, é
o dobro da frequência da componente do sinal com frequência mais alta.

• Por exemplo, se um sinal tem componentes de frequência com amplitude
significativa em uma faixa de frequência que vai de 0 a 100 Hz, o sinal deve
ser amostrado a uma taxa mínima de 200 amostras por segundo para que
possa ser reconstruído sem perda de informação.

• O filtro de guarda mostrado na Figura 2 também é conhecido como filtro
antialiasing e tem a finalidade de minimizar a superposição de espectros.

Digitalização de Sinais



Qual a vantagem da digitalização de sinais?

Digitalização de Sinais



• Existem diversas grandezas biomédicas para as quais a digitalização é vantajosa, seja
para efeito de armazenamento para processamento off-line, ou para permitir o uso das
técnicas de tratamento digital de sinais em aplicações em tempo-real, como é o caso de
equipamentos como o eletrocardiógrafo digital.

• Um exemplo de grandeza biomédica de interesse é a diferença de potencial entre dois
pontos do corpo (por exemplo, entre as extremidades dos dois braços), que é o
eletrocardiograma. Este é um tipo de sinal eletrofisiológico e é gerado pela atividade
elétrica do coração.

• Existem diversos outros sinais eletrofisiológicos que são também reflexos de atividade
bio-elétrica, como o eletromiograma, o eletroencefalograma, e o eletrooculograma, entre
outros.

• Exemplos de sinais biomédicos que não são eletrofisiológicos, mas também são
bastante utilizadas em aplicações médicas, incluem medidas como temperatura,
pressão, fluxo e resposta do tecido vivo a ultra-som, entre outras.

Digitalização de Sinais



Arquitetura genérica de um sistema de 
processamento digital de sinais



• Armazenamento – Memória de massa : é uma memória para armazenamento de longo
termo ou temporária e pode ser memória de acesso aleatório (RAM – Random Access
Memory), memória flash, disco rígido, outra mídia magnética, óptica ou a combinação
das duas.

• Visualização – Monitor de vídeo : periférico de visualização de informações que podem
estar no formato texto ou gráfico. O dispositivo mais comum é o monitor de vídeo, mas
em muitos sistemas embarcados o dispositivo de visualização é um display.

• Sistema de impressão : permite a impressão em papel de relatórios e dados diversos
também para efeito de visualização e/ou armazenamento de informação.

• Acionamento externo : dispositivo de comando/controle externo, como, por exemplo o
controle automático da quantidade de um medicamento que é ministrado em um
paciente por via intravenosa, de acordo com parâmetros biomédicos mensurados pelo
equipamento.

• Interface homem-máquina : interface para troca de informações, por exemplo: teclado
para configuração do equipamento, alarmes diversos, etc.

Arquitetura genérica de um sistema de 
processamento digital de sinais



Decomposição de Sinais em 
Componentes Senoidais

Domínio da Frequência



Decomposição de Sinais em Componentes Senoidais:

• Uma técnica muito importante na área de processamento de sinais é a análise de
Fourier, que foi criada por J. B. J. Fourier. De acordo com essa técnica, qualquer sinal
periódico pode ser descrito como a soma de diversos sinais senoidais.

• Considere um sinal periódico denominado onda dente-de-serra. É possível mostrar
matematicamente que essa onda pode ser descrita como uma soma de um número
infinito de componentes senoidais.

• Na figura a seguir, são mostradas as três primeiras componentes senoidais que formam
o sinal. Note que a frequência da onda dente-de-serra é de 1 Hz. A primeira
componente senoidal tem 1 Hz, e é denominada fundamental ou primeira harmônica. A
segunda componente tem o dobro da frequência (2 Hz), é denominada segunda
harmônica. A terceira componente tem o triplo (3 Hz) da frequência, e é denominada
terceira harmônica, e assim por diante.

Série de Fourier



Série de Fourier



• Embora sinais periódicos em geral tenham um número infinito de harmônicas, a partir
de uma certa frequência as amplitudes dessas harmônicas se tornam muito baixas, e
podem ser desprezadas.

• Também é importante observar que, embora não seja o caso do exemplo da Figura
anterior, as componentes senoidais podem ter uma fase diferente de zero, sendo
deslocadas em relação a uma senóide com fase zero.

• A representação de um sinal periódico como uma soma de componentes senoidais é
denominada série de Fourier .

• A descrição de sinais por meio de componentes senoidais dá origem ao conceito de
espectro de frequência. Nesse caso, primeiramente o sinal original é decomposto em
componentes senoidais. O espectro de amplitude do sinal, então, é um gráfico das
amplitudes dos componentes senoidais em função da frequência da componente.

Série de Fourier



A Figura a seguir ilustra o espectro de amplitude do sinal den te-de-serra mostrado
anteriormente

Série de Fourier



Série de Fourier



Definição Matemática

Série de Fourier



Se s = s(t) é uma função T-periódica, então podemos escrever a série de Fourier de s =
s(t), como:

Sabendo que 1/T é a frequência fundamental f0 em Hz e, sendo w0 a frequência
fundamental em radianos, temos que:

Logo, a série de Fourier pode ser escrita da seguinte forma:

Série de Fourier
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Portanto, um sinal periódico x(t) com período T pode ser expresso como uma soma de
senóides com período T e suas harmônicas:

Onde:

Série de Fourier
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Série de Fourier com coeficientes complexos

•Podemos representar um sinal T-periódico através de uma série de Fourier complexa. A
ideia básica é escrever a série de Fourier de s = s(t) em qualquer uma das formas
complexas:

onde � = 2� /T e n é um número inteiro.

Lembre-se da fórmula de Euler:

Série de Fourier
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Série de Fourier com coeficientes complexos

• Para esse caso, os coeficientes de Fourier complexos da função s=s(t), são dados por
qualquer das integrais:

Série de Fourier
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Condições para a existência de uma série de Fourier:

Para construir a série de Fourier de uma função s = s(t), devemos exigir que:

1. Esta série seja uniformemente convergente para s = s(t);
2. As funções envolvidas nos cálculos sejam absolutamente integráveis e como

consequência disso, integráveis;
3. A função s = s(t) seja seccionalmente diferenciável.

Se s = s(t) é uma função T-periódica, então esta função possui componentes cos(nwt) e
sin(nwt) cujos argumentos são frequências múltiplas inteiras da frequência angular w do
sinal.

Série de Fourier



Exercício: Copie o seguinte código no Matlab e verifique a validade da
série de Fourier para a construção de uma onda quadrada com período
de 2�

Série de Fourier





• Embora a série de Fourier tenha sido desenvolvida para a representação de sinais
periódicos, é possível representar também sinais não-periódicos, usando uma técnica,
denominada Transformada de Fourier .

• Na verdade, a série de Fourier é um caso especial da Transformada de Fourier , que
é capaz de representar tanto sinais periódicos como sinais não-periódicos como uma
soma de infinitas componentes senoidais.

• Quando o sinal é não-periódico, é possível demonstrar que ele pode ser escrito como
uma soma de componentes senoidais em todas as frequências do espectro. Verifique o
espectro da figura a seguir e compare com o espectro do sinal dente de cerra.

Transformada de Fourier



� A transformada de Fourier transforma, portanto um sinal no domínio do tempo em um
sinal no domínio da frequência;

Transformada de Fourier
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Definição Matemática

Transformada de Fourier



Transformada de Fourier

A definição matemática para a transformada de Fourier é:
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Transformada de Fourier

Como se pode observar, a transformada de Fourier tem parte real e complexa, ou seja:
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Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier:

1. Dualidade:

2. Linearidade:

3. Conjugado e Simetria do conjugado:
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Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier:

4. Dualidade:

5. Propriedade de Escala:

6. Deslocamento no tempo:
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Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier:

7. Deslocamento na frequência:

8. Convolução:
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Transformada de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier:

9. Diferenciação:

10. Integração:
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� Como devemos proceder para transformar um
sinal no domínio do tempo em um sinal no
domínio da frequência utilizando o Matlab?

� Intuitivamente sabemos que a transformada de
uma senoide com uma determinada frequência
será um impulso sobre a frequência que
caracteriza essa senoide.

� Vamos então verificar o que acontece com uma
senoide quando aplicamos a ela a transformada
de Fourier;

Transformada de Fourier



� Exemplo 2: Gere 3 segundos de um sinal senoidal de 5 Hz e 2 V de
amplitude amostrado a uma taxa de 60 Hz. Faça a transformada de Fourier
desse sinal e plote em um gráfico.

Transformada de Fourier







� Exercício 2: Crie um sinal composto por três senóides de frequências
distintas (exemplo: 5 Hz, 10 Hz e 20 Hz) cada um com uma amplitude
característica (exemplo: 2, 5 e 10) e faça a transformada de Fourier desse
sinal.

� Exercício 3: Importe um sinal de ECG plote o sinal, faça a transformada de
Fourier desse sinal e plote o resultado. Determine a frequência máxima desse
sinal. Qual é a frequência mínima necessária para amostrar esse sinal?

� Exercício 4: Importe um sinal de EMG plote o sinal, faça a transformada de
Fourier desse sinal e plote o resultado. Determine a frequência máxima desse
sinal. Qual é a frequência mínima necessária para amostrar esse sinal?

� Exercício 5: Para provar a dualidade da transformada de Fourier, escolha um
sinal senoidal, faça a sua transformada de Fourier e depois fala a
transformada inversa de Fourier (IFFT) para verificar essa propriedade.

Transformada de Fourier



Transformada de Laplace

Transformada de Fourier



• A análise de sistemas dinâmicos envolve no geral o estudo de modelos
descritos por equações diferenciais no domínio do tempo.

• O uso de transformadas para mudança de domínio pode, em algumas
situações, tornar o problema mais simples de ser trabalhado.

• Em especial a transformada de Laplace permite transformar uma equação
diferencial em uma equação algébrica envolvendo a variável complexa s.

Transformada de Laplace



• A transformada de Laplace pode ser usada para resolver equações diferencias
lineares com coeficientes constantes, ou seja, equações da forma:

• Para isso, a equação diferencial é inicialmente transformada pela
transformada de Laplace numa equação algébrica. Depois resolve-se essa
equação e finalmente transforma-se de volta a solução da equação algébrica
na solução da equação diferencial inicial.

• A transformada de Laplace é definida por:

Transformada de Laplace
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• A transformada de Fourier fornece uma representação de sinais como uma
combinação linear de exponenciais complexas periódicas na forma est onde s
= j� , ou seja s é puramente imaginário.

• No entanto a propriedade de est ser função própria mantém-se para valores
arbitrários de s e não apenas para os puramente imaginários.

• Assim, a transformada de Laplace não é mais do que uma generalização
da transformada de Fourier .

Transformada de Laplace



• Entendendo melhor a transformada de Laplace:

Seja:

Podemos reescrever est como:

• Forçando que x(t) seja absolutamente integrável:

Transformada de Laplace
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Vantagens:

As vantagens da transformada de Laplace sobre a trasformada de Fourier:

• fornece mais informação sobre sinais e sistemas que também podem ser
analisados pela transformada de Fourier;

• pode ser aplicada em contextos em que a transformada de Fourier não pode,
por exemplo, na análise de sistemas instáveis.

Desvantagens:

• A análise por Laplace de sistemas é extremamente útil, no entanto seu uso é
mais complicado que a análise de Fourier quando se tratando de sinais.

Transformada de Laplace



Convolução

Convolução



Definição:

Convolução - Ato de enrolar ou de se enrolar.

Conceito Físico:

• Sempre que existirem transformações lineares e invariantes no tempo de um
determinado sinal, pode-se falar em convolução, ou seja, um sinal ao passar por um
dispositivo qualquer, vai certamente sofrer uma transformação e é a essa transformação
que chamamos convolução.

• Esta característica justifica plenamente o interesse existente no estudo dessa operação
matemática, pois ela é essencial para sabermos o sinal que está na origem dado o sinal
de saída do sistema, o sinal de saída dado o sinal de entrada ou mesmo dado um
impulso unitário qual é a resposta do sistema.

Convolução



Conceito Matemático:

• Sejam f1(x) e f2(x) duas funções nulas para x<0. A convolução dessas duas funções
será representada pela notação f1(x)*f2(x) e é definida, pela integral:

Propriedades da Convolução:

Convolução
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Propriedades da Convolução – Convolução de
um sinal com um impulso :

Convolução
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Exemplo: Tomemos inicialmente dois sinais retangulares f1(t)=rect(t) e
f2(t)=rect(t), façamos a convolução entre elas:

*

Convolução
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A convolução no instante t0 pode ser vista como sendo a área da intersecção
entre f1(t ) e f2(t0-t ).

Convolução
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A convolução de f1(t) com f2(t) dá como resultado uma função triangular, como se
observa abaixo:

Convolução
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Máquina de Convolução:

Desejamos fazer a seguinte convolução:

Convolução



Máquina de Convolução:

Vamos imaginar uma máquina de convolução que faça esse trabalho para nós.

• Para isso, devemos inverter o sinal h[n] e inserir no núcleo da máquina, em
seguida inserimos o sinal x[n] e a convolução será realizada. Observe na
figura a seguir como a máquina opera.

Convolução





Logo, o resultado dessa convolução é:

Convolução



Exercício 6: Calcule a convolução x[n]*h[n] :

Convolução



Resultado:
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Exercício 6: Utilizando o matlab faça as seguintes convoluções:

a) sin(t)* � (t)
b) cos(t) * � (t)
c) Sin(t)*cos(t)

Convolução
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• O conceito de correlação pode ser melhor apresentada com um exemplo. A figura a
seguir mostra os principais elementos de um sistema de radar. Uma antena transmite
um pequeno pulso de radio em uma direção selecionada. Se a propagação da onda
atinge um objeto, como o helicóptero nesta ilustração, uma pequena fração da energia é
refletida de volta para um receptor de rádio localizada perto do transmissor. O sinal
recebido consistirá de duas partes: (1) versão do pulso transmitido, deslocado e
modificado em escala e (2) ruído aleatório, resultante da interferência de ondas de
rádio, ruído térmico em eletrônica, etc. Como os sinais de rádio viajam a uma taxa
conhecida, (a velocidade da luz), o deslocamento entre o pulso transmitido e recebido é
uma medida direta da distância ao objeto detectado.

• Este é o problema: dado um sinal com alguma forma conhecida, qual é a melhor
maneira de determinar onde (ou se) o sinal ocorre em um outro sinal. Correlação é a
resposta.

Correlação





• A correlação é uma operação matemática que é muito semelhante à convolução.
Assim como ocorre com a convolução, a correlação usa dois sinais para produzir um
terceiro sinal. Este terceiro sinal é chamado de correlação cruzada dos dois sinais de
entrada. Se um sinal está correlacionado com ele mesmo, o sinal resultante é, em vez
chamado de autocorrelação.

• A seguir veremos a idéia de “máquina de correlação” observe a semelhança dessa
máquina com a máquina de convolução.

Correlação





• A amplitude de cada amostra no sinal de correlação cruzada é uma medida de
quanto o sinal recebido lembra o sinal alvo, em uma determinada posição do sinal. Isto
significa que irá ocorrer um pico no sinal de correlação cruzada para cada forma de
onda igual ao sinal enviado que está presente no sinal recebido. Em outras
palavras, o valor da correlação cruzada é maximizado quando o sinal-alvo é alinhado
com as mesmas características do sinal recebido.

• A máquina de correlação e a máquina de convolução são idênticas, exceto por
uma pequena diferença: o sinal dentro da máquina de convolução é invertida da
esquerda para a direita. Isto significa que as amostras 1, 2, 3... serão revertidas da
direita para a esquerda. Na máquina de correlação
este flip não ocorrer, e as amostras correm na direção normal

Correlação



Definição Matemática

Correlação



• Dado dois sinais: x(t) e y(t) a correlação entre esses dois sinais é definida por:

é a correlação cruzada entre esses dois sinais. Se x(t)=y(t) essa operação costuma
ser denominada autocorrelação.

Correlação
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Exercício 7: Faça a correlação entre um inpulso unitário e o seguinte sinal
binário e plote o resultado.

X[n] = [0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0]

Convolução
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Transformada de Fourier Discreta



• De maneira semelhante ao que foi discutido em relação a sinais analógicos, também é
possível representar sinais digitais (amostrados) no domínio da frequência, usando
casos especiais da transformada de Fourier.

• Sinais contínuos no tempo (ou analógicos) são representados pela série de Fourier se
forem periódicos , e pela transformada de Fourier se forem não-periódicos .

• A série de Fourier apresenta componentes não-nulas somente em determinadas
frequências, em geral a componente fundamental (o período da onda), e suas
harmônicas, que são múltiplos da frequência fundamental.

• Por outro lado, a transformada de Fourier pode assumir valores não nulos em qualquer
frequência do espectro. Portanto, sinais analógicos periódicos são discretos no
domínio da frequência , e sinais analógicos não periódicos são contínuos no
domínio da frequência .

Transformada de Fourier Discreta



• Esta afirmação é válida também para sinais digitais, ou discretos no tempo. Portanto,
sinais periódicos discretos no tempo são representados no domínio da frequência
pela série discreta de Fourier , que é discreta no domínio da frequência . Já sinais
discretos no tempo , mas não-periódicos , são representados pela transformada de
Fourier de tempo discreto , ou Discrete-time Fourier Transform (DTFT), que, por sua
vez, é contínua no domínio da frequência .

• No domínio da frequência, a principal diferença entre a transformada e a série de
Fourier para sinais contínuos e sinais discretos é que a amostragem no domínio do
tempo causa periodicidade do espectro no domínio da frequência , da mesma forma
que periodicidade no domínio do tempo faz com que o espectro se torne discreto
no domínio da frequência.

Transformada de Fourier Discreta



• Técnicas de processamento digital de sinais trabalham com sinais amostrados, ou
discretos no tempo. Em geral, sinais biomédicos são não-periódicos. Mesmo sinais que
apresentam certa periodicidade, como a respiração e o ECG, por exemplo, também
apresentam certa variação ao longo dos períodos. Portanto, a série discreta de Fourier
não se aplica , e a transformada de Fourier apropriada para sinais biológicos
digitalizados é a DTFT.

• No entanto a DTFT é contínua no domínio da frequência. Assim, em geral não é
possível computar a DTFT diretamente usando programas de computador. Por isso, em
processamento de sinais normalmente se usa a transformada discreta de Fourier , ou
Discrete Fourier Transform (DFT) , que é discreta não só no tempo, mas também na
frequência, tornando possível representá-la na forma de uma sequência de números e
calculá-la usando um microprocessador.

Transformada de Fourier Discreta
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• A DFT pode ser entendida como uma versão amostrada da DTFT, ou seja, cada
coeficiente da DFT é na verdade uma amostra da DTFT. No entanto, há uma diferença
importante. A DTFT é uma representação do sinal como um todo, ou seja ao longo de
todo o eixo do tempo. Já a DFT é uma representação de um trecho de duração finita o
sinal inteiro.

• Uma análise mais atenta revela que a DFT nada mais é que uma série discreta de
Fourier. Na prática, o que se faz ao se calcular a DFT de um trecho do sinal é calcular a
série discreta de Fourier de um sinal periódico, no qual cada período é exatamente igual
ao trecho de sinal sendo analisado. Esta aproximação tem consequências importantes
em várias propriedades da DFT, em comparação com as propriedades da DTFT.

Transformada de Fourier Discreta



• Uma diferença diz respeito à convolução de sinais (usada na filtragem), que na DFT é
circular, e na DTFT não.

• Outra diferença diz respeito à multiplicação por uma fase linear no domínio da
frequência (também comum em filtragens), que na DTFT causa deslocamento no
domínio do tempo. Na DFT o deslocamento é circular, ou seja, como o segmento de
sinal (ou janela) tem um comprimento limitado de amostras, amostras que são
deslocadas para fora da janela reaparecem do outro lado da mesma.

Transformada de Fourier Discreta



Transformada de Fourier Discreta



• O cálculo da DFT pode ser computacionalmente intenso para sinais mais longos. Se o
trecho de sinal sendo analisado tiver um comprimento total de N amostras, o número de
operações complexas necessárias para o cálculo da DFT é de 2·N2. Note que a
complexidade computacional da DFT aumenta exponencialmente com o comprimento
do sinal.

• No entanto, se N for uma potência de 2 (256, 512, 1024, etc.), é possível usar uma
implementação que reduz o número de operações complexas para 2·N·log2(N).

• Este algoritmo para a rápida computação da DFT é chamado de transformada rápida de
Fourier, ou Fast Fourier Transform (FFT). Esta implementação explora simetrias e
redundâncias presentes na computação da DFT para tornar o cálculo mais rápido.

• Note que a FFT e a DFT produzem resultados idênticos, ou seja, são a mesma
transformada. A única diferença diz respeito ao número de operações necessárias para
seu cálculo. Enquanto a DFT necessita de 2.097.152 operações para o cálculo da
transformada de um sinal de 1.024 amostras, a FFT utiliza apenas 20.480. A diferença é
ainda mais significativa para comprimentos maiores de sinal.

Transformada Rápida de Fourier (FFT)



• Caso o comprimento do sinal não seja uma potência de 2, pode-se completar o sinal
com zeros para que se possa usar a FFT para calcular o espectro de frequência de
maneira mais eficiente.

• Por exemplo, se o sinal tem 400 amostras, a DFT gastaria 320.000 operações. No
entanto, ao se inserir 112 zeros ao final do sinal, completando o número de amostras
para 512, pode-se utilizar a FFT, que gastará apenas 9.216 operações.

• O processo de inserir zeros ao final do sinal, em geral utilizado para aumentar o número
de amostras a uma potência de 2, é chamado de zero-padding.

• Recentemente, pesquisadores do Massachusetts Institute of Technology (MIT)
desenvolveram outro algoritmo rápido para o cálculo da DFT. Este algoritmo, apelidado
de Fastest Fourier Transform in the West (FFTW), é capaz de acelerar o cálculo da DFT
de tamanhos arbitrários sem a necessidade de zero-padding.

Transformada Rápida de Fourier (FFT)
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• A Transformada de Fourier de Tempo
Discreto (TFTD) desempenha um papel
relevante na representação e análise de
sinais e sistemas discretos. A
Transformada Z é uma generalização da
TFTD.

Transformada Z



Transformada Z

� A transformada de Fourier não converge para todas as
sequências;

� A transformada Z abrange uma maior classe de sinais;
� A transformada Z desempenha o mesmo papel para os

sinais discretos que a transformada de Laplace para os
contínuos.



Transformada Z

DEFINIÇÃO MATEMÁTICA



Transformada Z

Transformada Z bilateral:

Onde:
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Transformada Z

� Sendo a transformada Z uma função de variável
complexa, é conveniente representa-la no plano Z
complexo. Neste, plano, a região |Z| = 1 corresponde
ao círculo de raio unitário.

� Os valores de Z para os quais a transformada Z existe
(ou a série converge) definem uma região chamada
Região de Convergência (ROC).
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Transformada Z

� A TZ é muito útil quando a série infinita tem uma forma
fechada do tipo:

� Onde P(Z) e Q(Z) são polinômios em Z. As raízes de
P(Z) e Q(Z) são chamadas, respectivamente, de
ZEROS e PÓLOS de X(Z) .
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Transformada Z

� Exemplo de Transformada Z - Transformada Z do
impulso unitário:

[1, 0, 0, 0, 0, ...]             F(z) = 1



Transformada Z

� Algumas transformadas Z:



Transformada Z

� Propriedades das transformadas Z:

1. Deslocamento a direita (atraso):
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Transformada Z

� Propriedades das transformadas Z:

2. Deslocamento a esquerda (Avanço):
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Transformada Z

� Propriedades das transformadas Z:

3. Convolução:
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Transformada Z

� Propriedades das transformadas Z:

4. Multiplicação por � n:
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Transformada Z

� Propriedades das transformadas Z:

5. Multiplicação por n:
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Transformada Z

� Propriedades das transformadas Z:

6. Invesão temporal:
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Filtragem

O problema da filtragem:

� Um dos maiores problemas na transmissão e
interpretação de um sinal é o ruído que
contamina este;

� O ruído tem origem nos instrumentos utilizados
para transmissão e recepção do sinal, fatores
naturais, contaminação eletromagnética, etc.



Filtragem

� Com a finalidade de eliminar total ou
parcialmente o ruído presente em sinais, filtros
foram projetados;

� O processo de filtragem de sinais pode ser
realizado digitalmente, na forma esquematizada
pelo diagrama apresentado a seguir:



Filtragem

� O bloco conversor A/D converte o sinal de
tempo contínuo x(t) em uma sequência x[n]. O
filtro digital processa a sequência x[n],
resultando em outra sequência y[n], que
representa o sinal filtrado na forma digital. Este
sinal y[n] é então convertido para um sinal de
tempo contínuo por um conversor D/A e
reconstruído através de um filtro passa-baixas,
cuja saída é o sinal y(t), que representará a
versão filtrada do sinal x(t).



Filtragem

� Os filtros digitais são caracterizados em duas
classes, dependendo da duração da sequência
y[n] quando aplicado em sua entrada um sinal
do tipo impulso:



Filtragem

� Filtros FIR – (Finite Impulse Response): Filtros
Digitais cuja resposta ao impulso apresenta
duração finita;

� Filtros IIR – (Infinite Impulse Response): Filtros
Digitais cuja resposta ao impulso apresenta
duração infinita;

� Vamos estudar cada um desses filtros
brevemente.



Filtragem

� Filtros FIR :
� Estes filtros apresentam a seguinte função de

transferência discreta:

� Que pode ser reescrito como uma função
polinomial com potências negativas de z.
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Filtragem

� Filtros FIR :
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Filtragem

� Os filtros do tipo FIR apresentam ainda as
seguintes características:

� memória finita; logo a resposta ao impulso é
limitada.

� são sempre BIBO (Bounded Input/ Bounded
Output) estáveis;

� Saídas dependem apenas da entrada atual e
entradas anteriores;

� podem implementar uma resposta em módulo
desejada com resposta em fase linear.



Filtragem
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Filtragem

� Filtros IIR :
� Estes filtros apresentam a seguinte função de

transferência discreta:

� Que também pode ser reescrito como uma
função polinomial com potências negativas de
z.
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Filtragem

� Filtros IIR :
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Filtragem

� No filtro IIR as características de entrada e
saída são regidas por equações lineares de
diferenças com coeficientes constantes de
natureza recursiva, conforme pode se observar
na figura a seguir.

� Observa-se que no diagrama de blocos do filtro
IIR, os termos ak, k=0,1,…,M , e os termos, bj,

j=1,…, N, são os termos da função de
transferência Y(z)/X(z), normalizados pelo
termo b0.



Filtragem



Filtragem

� Os filtros do tipo IIR apresentam ainda as
seguintes características:

� memória infinita;
� Filtros podem ser instáveis (caso existam pólos

fora do círculo unitário).
� Saídas dependem da entrada atual, entradas

anteriores e saídas do sistema;



Filtragem
Equações genéricas de filtros FIR

� Formato genérico:

� Rearranjando:



Filtragem

� Zeros: valor complexo de z para o qual H(z) se torna
zero.

� Pólos: valor complexo de z para o qual H(z) se torna
infinito.

� Para encontrar pólos e zeros: igualar os polinômios a
zero.

� Posição dos pólos: definem a estabilidade do sistema.
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Exemplo 3: Determinar pólos e zeros da seguinte equação 
de diferenças:

Primeiro:



Filtragem

01zz 12 =++
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Resolvendo:

Zeros:

Pólos: z2=0
Dois pólos em z=0.



Filtragem

Ideia da membrana elástica:

• Quanto mais próxima uma dada frequência estiver 
de um polo, mais ela será aumentada;

• Quanto mais próxima uma dada frequência estiver 
de um zero, mais ela será atenuada.
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Filtragem

Vamos ver agora um exemplo de filtragem FIR:

� Filtros de média móvel:

� Filtro de Hanning



Filtragem

Filtro de Hanning:



Filtragem

Filtro de Hanning:



Filtragem

Filtro de Hanning:

� Característica de passa-baixas.
� Fase linear.
� Para maior agudeza: cascatear estes filtros.
� Bom para aplicações em tempo real: 

coeficientes inteiros e potências de dois.
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Filtragem

Vamos ver agora um exemplo de filtragem
utilizando filtro Notch:

� Um sinal é contaminado por ruído de 60 Hz
(proveniente da rede elétrica);

� Como esse sinal ruidoso pode ser filtrado e
recuperado?
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Filtragem
Comando fir1:

� Comando que permite a construção de filtros de
resposta ao impulso finita janelado.

� Syntaxe: 
b = fir1(n,Wn)
b = fir1(n,Wn,'ftype')
b = fir1(n,Wn,window)
b = fir1(n,Wn,'ftype',window)
b = fir1(...,'normalization')



Filtragem

b = fir1(n,Wn): armazena em b um vetor linha
contendo o n+1 coeficientes de um filtro passa-
baixas FIR de ordem n em potência descendente
de z. A janela usada é a de Hamming, o filtro tem
frequência de corte Wn, valor normalizado pela
metade da frequência de amostragem (frequência
de Nyquist) onde a maior frequência é 1.

Se Wn for um vetor de dois elementos, Wn = [w1
w2], fir1 retorna um filtro passa-banda com banda
passante w1 <� <w2.



Filtragem

b = fir1(n,Wn, 'ftype' ): especifica um tipo de filtro onde
‘ftype’ pode ser:
‘low ’ para criar um filtro passa-baixas sendo Wn a
frequência de corte;
'high' para criar um filtro passa-alta sendo Wn a frequência
de corte;
'stop' para criar um filtro corta-banda onde o intervalo de
corte é especificado por Wn = [w1 w2].
'DC-1‘ para fazer a primeira banda de um filtro multi-
bandas um passa-banda;
'DC-0' para fazer a primeira banda de um filtro multi-
bandas um corta-banda.



b = fir1(n,Wn,window ): especifica um tipo de janela que
pode ser escolhida entre os seguintes tipos:

Window winopt Description winopt Value

Blackman sampling flag string 'periodic'or 'symmetric'

Chebwin sidelobe attenuation relative to 
mainlobe

numeric

Flattopwin sampling flag string 'periodic'or 'symmetric'

Gausswin alpha value (reciprocal of 
standard deviation)

numeric

Hamming sampling flag string 'periodic'or 'symmetric'

Hann sampling flag string 'periodic'or 'symmetric'

Kaiser beta value numeric

Taylorwin 1. number of sidelobes
2. maximum sidelobe level in 
dB relative to mainlobe peak

1. integer greater than or equal 
to 1 
2. negative value

tukeywin ratio of taper to constant 
sections

numeric



b = fir1(..., 'normalization' ): especifica se a maguinitude do
filtro deve ser normalizada ou não, 'normalization' pode ser
uma das seguintes opções:
'scale' (default): Normaliza o filtro para que a magnitude
da resposta na frequência central da banda passante seja
0 dB.
'noscale‘: Não normaliza o filtro.

Filtragem
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Exemplo 6:

� Crie um sinal senoidal de 20 Hz amostrado a uma
frequência de 240 Hz. Contamine esse sinal com um
ruído de 60 Hz (sinal senoidal de 60 Hz). Implemente um
filtro passa baixas que elimine esse ruído. Plote o
resultado.
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Exercício 8:

1. Importe o sinal de ECG (sinalECG.txt) para
uma variável no Matlab;

2. Contamine esse sinal com ruído de 60 Hz;
3. Elabore um filtro FIR para eliminar esse ruído

de 60 Hz. (frequência de amostragem = 240Hz)
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Filtros IIR :

Butter Butterworth filter design

Cheby1 Chebyshev Type I filter design 
(passband ripple)

Cheby2 Chebyshev Type II filter design 
(stopband ripple)

Ellip Elliptic filter design

maxflat Generalized digital Butterworth 
filter design

yulewalk Recursive digital filter design
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Filtros IIR :

� Vamos explorar o filtro butter os demais funcionam de
forma similar.



Filtragem
Butter:
Cria filtros tipo Butterworth
� Syntaxe: 
[z,p,k] = butter(n,Wn)
[z,p,k] = butter(n,Wn,'ftype')
[b,a] = butter(n,Wn)
[b,a] = butter(n,Wn,'ftype') 
[A,B,C,D] = butter(n,Wn) 
[A,B,C,D] = butter(n,Wn,'ftype')
[z,p,k] = butter(n,Wn,'s')
[z,p,k] = butter(n,Wn,'ftype','s')
[b,a] = butter(n,Wn,'s')
[b,a] = butter(n,Wn,'ftype','s')
[A,B,C,D] = butter(n,Wn,'s') 
[A,B,C,D] = butter(n,Wn,'ftype','s') 
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[z,p,k] = butter(n,Wn): Cria um filtro passa-baixas Butterworth de nª
ordem retornando um vetor z com os zeros, o vetor p com os polos e o
ganho escalar k.

[b,a] = butter(n,Wn): Cria um filtro passa-baixas Butterworth de nª
ordem retornando um vetor a com os coeficientes “a”, e o vetor b com
os coeficientes “b”.

Os filtros com “s” são filtros analógicos.
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Forma de um filtro Butterworth:

( )
n

n
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zH ---
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Exercício 10:

1. Importe o sinal de ECG para uma variável no
Matlab;

2. Contamine esse sinal com ruído de 60 Hz;
3. Elabore um filtro IIR (butterworth) para eliminar

esse ruído de 60 Hz.



Análise Tempo-frequêncial

Escolha de Janelas



• Técnicas de análise de sinais no domínio do
tempo ou no domínio da frequência não
permitem visualizar como as componentes de
frequência variam ao longo do tempo.

• Este é o objetivo da análise tempo-frequencial.
A mais tradicional técnica é a análise de Fourier
de curto-termo, baseada em espectrogramas
construídos a partir da transformada de Fourier
janelada, a Short-Time Fourier Transform
(STFT).

Análise Tempo-frequêncial



• Os espectrogramas são ferramentas muito
populares, por exemplo, na análise de sinais de
voz, possibilitando, entre outras coisas, o
reconhecimento de interlocutor.

Análise Tempo-frequêncial



• O que se faz na STFT é multiplicar cada
senóide da transformada de Fourier por uma
função que é diferente de zero em apenas um
curto intervalo (ou janela) de tempo.

• Deslocando essa janela, têm-se segmentos de
senóides em diferentes posições no tempo.

• Variando a frequência da senóide, obtém-se
informação sobre a distribuição em frequência
do sinal naquele intervalo de tempo onde a
janela é diferente de zero.

Análise Tempo-frequêncial



• Diferentes tipos de janelas podem ser utilizados.

• A mais simples é a retangular, que é igual a 1 durante o
intervalo de tempo que se pretende analisar, e igual a
zero fora desse intervalo.

• A janela de Bartlett, ou janela triangular, é igual a 1 no
centro da janela, decaindo linearmente até as
extremidades da janela, onde retorna a zero.

• Já as janelas de Hamming, Hanning e Blackman, por
exemplo, são criadas com base em funções
trigonométricas

Análise Tempo-frequêncial



• A janela retangular tem um lóbulo principal de largura
estreita, porém seus lóbulos laterais decaem
lentamente à medida que se aumenta a freqüência. Já a
janela de Blackman, tem seu lóbulo principal mais largo,
porém seus lóbulos laterais decaem rapidamente. As
janelas de Bartlett, Hamming e Hanning,
respectivamente, têm comportamentos intermediários
ao da janela retangular e da janela de Blackman.

Análise Tempo-frequêncial





• Quanto mais estreito for o lóbulo principal, melhor a
resolução frequencial. No entanto, quanto mais estreito
o lóbulo principal, mais altos se tornam os lóbulos
laterais, que aparecem como ruído de fundo no
espectrograma. A janela retangular fornece boa
resolução frequencial, mas os lóbulos laterais são muito
altos, resultando em muito ruído de fundo. A janela de
Blackman tem lóbulos laterais menores, mas fornece
pior resolução frequencial. As demais janelas são
soluções intermediárias.
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• O uso de janelas é fundamental também em filtragem
digital.

• As janelas utilizadas em filtragem são as mesmas
apresentadas. Elas são utilizadas para retirar efeitos
indesejáveis (efeito de Gibbs) no domínio da frequência
devido ao truncamento das funções.

Análise Tempo-frequêncial







Modelo Auto-Regressivo(AR)

A análise espectral usando a DFT (ou a FFT) é
muito útil para a observação de certas
propriedades do sinal biológico, bem como extrair
informações que possam não estar tão claras ou
evidentes no domínio do tempo.



Modelo Auto-Regressivo(AR)

No entanto, em muitos casos, a análise espectral
usando a DFT não oferece resultados tão claros
como se poderia esperar.

Por isso, alguns autores preferem utilizar outros
modelos para representar sinais biológicos no
domínio da frequência. O mais popular destes
modelos é a modelagem Auto-Regressiva (AR).



Modelo Auto-Regressivo(AR)

Esta modelagem consiste em tentar aproximar a
envoltória do espectro de frequência por meio de
uma equação só de pólos. Pólos são bons para
modelar picos de energia, mas não são tão bons
para modelar vales. Todavia, usando um maior
número de coeficientes, consegue-se aproximar
bem o resultado ao obtido com a DFT.



Modelo Auto-Regressivo(AR)

A vantagem é que o espectro de potência
calculado com o modelo AR é em geral mais claro
que o espectro de Fourier, pois quando há muitos
picos em freqüências próximas, a modelagem AR
representa a energia desses picos com um único
pico mais largo.
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Obrigado!


