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Modulos (Contetdos Teoricos

- Representaciio de smars pertodicos em sete de Fourier

Analise de Fourter em Tempo | - A transformada de Fourter de tempo continuo
Conttuo ¢ Tempo Discreto | - A transformada de Fourter de tempo discreto
- Caracterizacio no tempo & na frequiencta de sinas e sistemas

- A transformada § direta ¢ mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma S
- A transformada Z direta e mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma Z
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Neste capitulo, consideraremos a representagiio de um sinal como uma superposiciio ponderada
de sendides complexas. Se esse sinal for aplicado a um sistema linear, a saida do sistema serd uma
superposigio ponderada das respostas do sistema a cada sendide complexa.

O estudo de sinais e sistemas, usando representagdes senoidais, € denominado andlise de Fourier
em homenagem a Joseph Fourier (1768 — 1830) por sua contribuigfio & teoria de representagfio de
fungdes como superposigies ponderadas de sendides. Os métodos de Fourier tém aplicagiio difundida
indo além dos sinais e sistemas; eles sfio usados em todos os ramos da engenharia e da ciéncia,

Em tempo continuo, a entrada x(f) = ¢/*' resulta na saida

v

y(r):“.[ Wr)e :ij:j Wr)e 2 dr = H(jw)e® --

em que a resposta em freqiéncia H( jw) € definida em termos da resposta ao impulso A(f) como

H( jm]m-[ (e vdr
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A importancia das exponendais complexas no estudo
dos sistemas LIT decorre do fato de que a resposta de um
sistema LIT para uma entrada exponencial complexa ¢ a
mesma exponencial complexa com apenas uma mudan-
(a em amplitude; ou seja,

sendo His) ou H(z) o fator de amplitude complexa, em
geral, uma funcio da variavel complexa s ou z. Um sinal
para o qual a saida do sistema ¢ uma constante (possivel-
mente complexa) vezes a entrada ¢ denominado uma au-
tofungdo do sistema, e o fator de amplitude € denominado

autovalor do sistema.

sistema LIT de tempo continuo
| x(f) =e”

wi= [ hrt—idr = f hirle" dr

- 'x;

o [ =

His ¢ o autovalor associado a autofungio”

tempo continuo: * — H(s)e",

tempo discreto: z" — H(Z)Z",

§ = jw Z = ™
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tempo discreto. | combinagdo linear . tempo continuo

=2, xi)=ae" +ae” +“3"w' xin=Y ae",
= VY ukdn—11 & M 5 . S
= 0, Mk £ g s, T
X g saH(s )eszf 5 :
= z hikle i - tempo discreto
= 3 — ( H(S )f E - Z "
" -  Xnl=3} a,z..
=% Z iklz” y=aHls ¢’ gy H(s )e o

y[n) = H(Z +aH(5)e Y[”]ZZ“kH(Zk)Zk-
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wiy o Ap(n P o an L :. _
A e O e ] jot ; ) , Ay, Mn
(wln)) { i (Ayln)) ! ,r O H(jo)e ‘ b e H(e™ )e

lustragfio da propriedade de autolunciio de sistemas lineares.

@ REPRESENTACOES DE FOURIER PARA QUATRO CLASSES DE SINAIS

Propriedade ) .
P Periodico | Nao — Periodico
de Tempo
i Transformada
Continto de de

Fourier(FS)| Fourier (FT )

FS de FT de
Discreto Tempo Tempo

Discreto Discreto
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K[nl=Y, Alk Je ik fnl= Y, Alk Je ket
k k

Alk] € o peso aplicado & k-ésima sendide complexa
Quantos termos e pesos devemos usar em cada soma?

tempo discreto

] ik __ L, ikQn
E_E{N-i-k]ﬂ"r:_:Ejﬂn._nefkgn,, :E,IE-THEJA[I"H = ¢

x[n) = z Alk ]ejm""

I:={N} :

O conjunto de N valores consecutivos ao longo dos quais k varia é arbitrdrio e normalmente é escolhido
para simplificar o problema de explorando simetrias no sinal x{#]. As escolhas comuns sfo k =04
N~ 1e, paraN par, k=-N2aN2-1,
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Alk] € o peso aplicado a k-ésima sendide complexa

Knl="Y, Alk et
k

Para determinar os pesos ou coeficientes A[k], minimizaremos o erro médio quadrético (MSE*)

MSE = — e
' N n=(N)

@ ORTOGONALIDADE DE SENOIDES COMPLEXAS | "
¢’;‘. [”] =y .fl‘in,;ﬂ . + fk'm = Zeﬂk—m]ﬂ“"

. &
pl'[ldl][ﬂ Iﬂlﬁmﬂ ,k.ﬂ.' = 2 ﬁ).l.[”]ﬁj!ﬂ[”] n=ll
n={N} . Nol N, k=m
Sely, =0parak#m,entio g [n]e @ [n]sioortogonais D el =8| k2
: e T, k #m
produto internc = J.( };bk(t)gﬁ;(f ) di Usamos agora e %27 = | para obter
T

N-1
- ey g n ¥ * j{‘.‘—ﬂl]ﬂnﬂ - N, k =m "i' t "
s¢ ! En= 0 para k£ m, entiio (ﬁk(l) € m(f) S40 ortogonats, EE { 0. k=m 540 ortogonais.
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i)=Y Alk)e
x—%} P MSE =

emque Q =27/N .

”]_ E‘qlk If-‘,ul it
k=(N)

.-*"*-M

] I
— |r[n] ,:l[u]| = — Z
N =) N (i)

MSE =::-.%I 2 {[Il"i" 21 A[k]ff’un""] [,r[,u]— Z )A[m]ej"’ﬂ""] ‘

ﬂ=< N) .{'=<N> m:(N

MSE‘" _ 2 I-’f[”]I Z A [m]{ E x[n)eimd, "] - E A[k][N E x *[n)e A "J

u*{N} m—(N} rr'—( N) k=(N) n=(N)

+ ) > A *[m]A[k[ 2 e/ th-ma, ”]

k=(N)Ym={N) _(N

X [k]-—-*;? D xfn]em K

()




.X[k].—.—j\% Y x{nle b

n= N)
MSE-—— Y |afu] - 2 A¥KIXTKI= 3, AKIX*(k1+ Y | AL
u (V) k=(N) © k=) k=(N)
MSE=— )Y |1|n|| + ): (ALK = A*[K1X[k)- A[ij*[H+|X[k %) - E|X|AI|
N e =(N) k=(N) k=(N)
MSEH— Y, |\[u|| + E‘A[L] X[k - ):|xu
A=) (V) k=(N)

Conseqiientemente, o MSE € minimizado  A[k] = X[k]
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minimo substituindo A[k] = X[k] —> MSE- Y |l - 3 | xe)

n—(N k=(N)

E |X ]k E E E x[u]x‘"lm]ﬁ”"' mi =-— E Z x{n]x® [m] Z /-t

k=(N } N) m=(N) n-(N)m-( )

[, n=m

k ;uﬂ k

" 2 (m-n)SLk
|ﬂll1b|dll[1ﬂ[|l.lEL “er siio ortogonais. Rl 0, n#m

o 2
Isto reduz a soma duplaemnen E ,\[k]] :.P_J Z |X[H]|
k=(N) n=(N)

| | o
entfio 0 MSE entre x[n| ¢ x[n] € zero. X[k]= i D xfn]em
n=(N)
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X[k]=— 3 afule-i

N
n=(N)
Note que X{4] tem periodo N em &, uma vez que
| :
XA+ N)=— z [ r)e kHNIQn
- N W20y
| | . _
=F;,_ E A.I ”IE-JI;'H“HE-.;NH.,H
Y on={NY

Usando o fato de que ¢ MW" = ¢=J27 = | obtemos

| .
= D alnlem
N u={N}

= X[k}

Xk +NJ

a qual estabelece que X[k] tem periodo V.
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A representagiio por DTES para x[n] é dada por

x[n] = Z X [k]r:fjm""
k={n) !
XTk]=— Y, xln)e 2
N n=(N}

em que x[n] tem perfodo fundamental Ne Q= 27/N. Dizenms.que x[n] e X{k] sfo um par de DTFS
e denotamos esta relaciio como

x[n.]f‘:mﬁ: e X1k

A partir dos N valores de X[k] podemos determinar x[n] usando a equagiio ( 1' ), ea partirde N
valores de x[11] podemos determinar X[k] usando a equacidio ( 2 ). Tanto X[k} como x[n] fornecem
uima descrigio completa do sinal. Veremos que em alguns problemas é vantajoso representarmos o
sinal usando seus valores de tempo x[1], enquanto em outros os coeficientes X [k] da DTFES fornecem

uma descrigiio mais conveniente do sinal.
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- Normal Taquicardia ventricular

......

0200 400 600 00 1000 1200 1430 1600 860 2000

0500 460 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

indice de tempo (n) + Indice de tempo (n)
- ] Normal . | | | 025 e 1}1c|Llicalrltll_i_;:i_:}rug_q_m‘jricul;zf
021 0,211
iy I1ey 15
0,01 0,1
005! 0,05} |
j.“jl.l.i.i.”jII]].T-H.T.IIT.T.?.‘i’-?.ﬂj.Q.Q.Q.Q.w:tminﬂ@bﬂnonommaﬂuaomol ]n ]H ] Lji jo?nounnndmuunn L00000008668000 l
0500 a0 A0S0 0 U{,i T e S

indice de freqiiéncia (k) fndice de freqiéncia (k)
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Podemos eserever a IS como

W)= Y Kkl

N

Xk = - jha, !
=) e

em que x(1) tem perfodo fundamental Te @ =27/T. Dlzemos que x(t) e X[k] so um par de FSe
denotamos esta relagdio como

V() —2ly X [k]
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A Série de Fourier: W\ nrt nt
f(t) = ; | Z {un [{}‘:( 7 ) - by, - aon( T )]

n=1

i : 1 perab 1 et nt L (o nmt
Coeficientes: 0=~ f fitydt wm=7 ] f[t]cm(T) dt b.n—f f f(t)sen(T) dt

I He

(-1
Tyl - Z 2k-1)

b

=3

| % ¢+ 5 4 & 7 5 % u
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| =

Iquadradﬂm — s =4/ pit(3in(2tpitite]/L4ain (32 8pit1oe] fI+ain (5o pitiee) /5]

»» plotit,x)

S|

E 5'111((%_ 1)t) sy £20:1/100:2;
2k -1

Co
‘ L
b=

e

1

Primeira Harmonica

=2 H
= : =
@ : a
_ H _
= =
= : =
= ' =
=T ' =T
= 1 1 1
] 0.5 1 1.5 2
Primeira e Segunda Harmonicas
2
= ==
@ o
= =
= =
= =
= =
=T =T

Amplitude - ¥

Amplitude - v
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, Fx L=001/10002;
4~ sin ((2k - 1)t) j o | | | |
Iquadradc(t):—z (% 1) »row=d/pitisin(2%pitl*e) /14sin(3r24pitise) /i4ain( 52 bpitl®e) /0],
(! - > plat %, )
: Amplitude
Fundamental
TR ﬂlequencia
-2 !
e e N e N e R R N amplitude
0 . . . J; Fundamental + 2 harmonicos
-5 -4 -2 0 2 e &
Lo

1f af &f frequencia

Amplitude

Fundamental mais
5 harmonicos

ﬁ,r=51'nl[}{]+51'n[l3}{]f3+5|1'n[5}{].-‘E:+sin[?}{:if?+sin[:3}{]f9+5 n[11}{]fl11 T -1'- ; .

h © q9f af sf 7f Of .
Lnetto frequencia
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ExestrLo  Determine a representaciio por FS para o sinal

x(1) =3 uir{ﬁr +£)
2 4

Exesireo Encontre a representagho por DTFS para

L xinj= {:n&:(%.r;_%;a's}

Exercicio Determine os coelicientes da DTES por inspegiio para o sinal

8

| | M
Aln)=1+sen EH” + e

b LExercicio Determine os coeficientes da DTFS para o sinal periddico descrito na Figura

x[n)

~-Whm%:IJILTJJ;"

5 5
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Modulos

(Contetdos Teoricos

Analise de Fourter em Tempo
Conttuo e Tempo Discreto

- Representago de smais pertodicos em serie de Fourter
- A transformada de Fourter de tempo conttnno
- A transformada de Fourter de tempo disceto

- Caracterizacio no tempo & na frequiencta de sinas e sistemas

Transformadas Se Z

- A transformada § direta ¢ mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma S
- A transformada Z direta e mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma Z
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Admitamos que ¥[n] seja um sinal periédico com perfodo N = 2M + 1. Defina o sinal
ndo-periddico de duragiio finita x{n] como um periodo de x[n], como € mostrado por

_ | X[nl, ~M<n<M
i) = In|> M

x{n)

| i ]
s CR e L AT AT T O 04D - e e __.__._._.._.._._Tui__.... = ...??_

M °

‘i’Tma‘z il

AT A OO D g seemsemmessrasen b b
M- 1 M 50

xinl= lim x[n]

M =yoo

iﬂﬂ-ﬂ-{}-ﬂ--l‘_‘l-ﬂ-[}ﬂ-ﬂ- O : M

M

I R H_TTTU?EW | R

M 8P oM
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Inicie com a representagiio por DTES do sinal periédico X[n]. Temos o par de DTES

¥|n]= ﬁ X[ k)eK2an X[k]= ! i E[u]e_ﬁﬂ"”
fl= 2, A IM 41,5
Uma vez que ¥[n]=x[n] para- M <n<M, ka] = ] uiﬂi_ﬂu]é“ﬁﬂ#n . zﬂ'; - “gm I[H]E-,flﬂ..m
Q, =27/2M+ 1), =T
---_LT ‘IT_ZLT i T_I, [ 1 Tl T il j; [ 7 Tii T Ter -
[Tt TLUTm‘rjjjmr[jjﬁjjm_p;mﬂL[ Tieeriiinee .

X (ST

—3 —2

-;_ﬁ‘iﬁﬁﬁfﬁmﬁfﬁmﬁmmﬂﬂmﬁiﬁﬂﬁﬁmﬁﬂmﬁiﬁm@Wm .
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Detfinimos agora uma fungiio continua de freqiiéncia, X (e/?) = P> x[n]e~ "
M= =

. ) N e
de forma que X[k]= X (e*%)/(2M +1) = Yy Y alnle

M+l .

- [~ o
Usando a relagiio Q,, = 2a/(2M + 1), escrevemos  X[n]= v 2 X (eM)e My
k=—M

e - ol & .
xn]= lm x[(n] —P x[n]= lim — X (e kg ikQun
s M- 277 g;z_:ﬂff ( * o

i it

) b
dQ=Q e Q=kQ .x[n]=—l-'[ X (e dQ
27 Jon



UnB Gama |
MI

O novo endereco da Tecnologia.

A representagiio por DTFT € expressa como

| w . .
x[nl=—— X (e )e! " 4Q
T & —m
em que

oy

X (f'm] — E .Jr[u]c"ﬂl"

Fp=—-pe

Dizemos que X(e) e x[n] sio um par de DTEFT e escrevemos

afn] 22 5 X (e ™)

A transformada X(e™) descreve o sinal ) como uma funcio de freqiencia senoidal & ¢ ¢
denominada representacdo no dominio de freqiéncia de x{n),
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ExemrLo. Segiiéncia exponencial, Encontre a DTFT da seqgliencia x[nj = cz’*:;iﬁ]_,

2.5 o -

2
1.5 1+ —

| X (e5)]

0,5

0 : : i i i

—d -2 (4] 2 dir
0

A DTFT de x[#] = ()" uln]. (2) Espectro de magnitude.
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EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETSN
Ex;_;r._,ﬁ_ruj. Pulso retangufar. Admitamos gue

1, EHE < M

mnl= iu.l::v %

conforme descreve a Figura Encontre a DTFT de afnl.

x[r]
| 1
o | BN A ER |
M o] M

X (e
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Modulos

(Contetdos Teoricos

Analise de Fourter em Tempo
Conttuo e Tempo Discreto

- Representago de smais pertodicos em serie de Fourter
- A transformada de Fourter de tempo contimo

- A transformada de Fourter de tempo disceto
- Caracterizacio no tempo & na frequiencta de sinas e sistemas

Transformadas Se Z

- A transformada § direta ¢ mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma S
- A transformada Z direta e mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma Z
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A transformada de Fourier (FT) € usada para representar um sinal nfio-periédico de tempo contfnuo
como uma superposi¢io de sendides complexas.

x(r) = ~|—.[ X{jm)efm': daw
2 Je
em que
X(jw) =I x()e 1 dt

Na equagio , expressamos x(#) como uma superposi¢iio ponderada de sendides. A

superposi¢dio € uma integral e o peso de cad1 sendide é (I.f’,lﬂj){(;m} dw. Dizemos que x(f) e X(jw)
sdo um par de FT e escrevemos

x(1) 5 X (jw)

A transformada X( je) descreve o sinal x(/) como uma funcio da freqtiéncia senoidal w ¢ ¢
denominada representagdo de dominio de freqii€ncia para x(r).
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A converzéncia ponto  ponto garantida em todos o valores de ,exceto naqueles correspondentes
a descontinuidades, se x(1) satisfizer as condigGes de Dirichlet para sinais ndo periddicos:

b x(f) € absolutamente integravel

r ]x(l)]df <o

v (i) tem um niimero finito de mdximos, minimos e descontinuidades locais em qualquer iner-
valo finito,

v () tamanho de cada descontinuidade € finito.
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Encontrar a FT do sinal x(f)=e “u(t)

Determinar a FT de x(t).

1

Ax(1)

-T

Determmar a Transformada Inversa

A(jo)
1

v

Dy

x(r)

o |

(a)
| X (e

arg| X

®)

i)

w2

i

P - NI T—— o

—l2 |




UnB Gama M

O novo endereco da Tecnologia.

Modulos (Contetdos Teoricos

- Representago de smais pertodicos em serie de Fourter
Analise de Fourter em Tempo | - A transformada de Fourter de tempo continuo

Conttuo ¢ Tempo Discreto | - A transformada de Fourter de tempo discreto

- Caracterizacio no tempo & na frequiencta de sinas e sistemas

- A transformada § direta ¢ mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma S
- A transformada Z direta e mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma Z
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Dominio ,
Periddico Nao — Periodico
Tempo
C Série de Fourier Transformada de Fourier N
o oo o0 .
" . A

N x(t)= ZX(k)ej ad x(r):%j‘X(jw)efﬂda? O
T f=—r T e

i 1 —i - :

N X(k):?J-x(r)E JKent X(jw)= J'x(r)e‘”“dr P
- () e E
o x(t)tem periodoT, w, =2x/T R
X DTFS DIFT P

r . i E
s x/n]= ZX(k)ejm“” x[n]=LIX(e"’n)efﬂdQ R
C k=(N') 2z e I
R 1 —jmuﬂ 19 - — 0 o
p X[k] =~ D x[n]e X(e’®)= x[n]e” >
T n=(N) _ n=—on é
O x[n]eX[k] tem periodoN,Qy, =2x/N X(E“Fﬂ) tem periodo 2w o
DISCRETO CONTINUO Dominio
Frequéncia
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# PROPRIEDADES DA PERIODICIDADE
2 LINEARIDADE

# PROPRIEDADES DE SIMETRIA
# PROPRIEDADES DE DESLOCAMENTO NO TEMPro

@ PROPRIEDADES DE DESLOCAMENTO EM FREQUENCIA
# PROPRIEDADES DE MUDANCA DE ESCALA
# IDIFERENCIACAO E INTEGRACAO

i PROPRIEDADES DE CoNvOLUGAO E MODULAGAO

@ RELACOLES DE PARSEVAL

% DUALIDADE
# O Propuro TeEMro — LARGURA DE FFAIXA
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m PROPRIEDADES DA PERIODICIDADE

e e A i B

NET—
Propriedade no Propriedade no
Dominio de Tempo — Dominio de Freqiiéncia
Continua Nilo periddica
Discreta Periddica
Periddica Discreta
Niio periddica Continua

TR

Dominio Periddico Nao periddico
de Tempo _

N

d
C \ 0
° p
’: Série de Fourier Transformada de Fourier i
i i
n 0
u a

i
¢ c

0

P
D e
i r
§ Transformada de Fourier i
c Série de Fourier de de Tempo Discrelo é
r Tempo Discreto d
€ i
t [
0 0

. , Dominio de
Discrelo Continuo Fregiiéncia
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2 LINEARIDADE

Mostrar que todas as quatro representagdes de Fourier envolvem operagdes lineares € um exercicio
imediato. Especificamente, elas satisfazem a propriedade da linearidade

z(8) = ax(r) -.E-bv{t] P LA Z(jw)=aX(jw)+bY(jw)

2(t) = ax(r) + by() LTI 7[k) = aX[k]+bY[k]

An) = ax{n}+byln}¢——— AU, (™) =X (e )+ bY (e )

z[n] = ax{n]+by[n] < ZULEAUN Zlkl=aX [k]+bl"[k]

Ei&ﬁiml*r.ﬁ Fncontre a FT inversa de
jo+l

X( jw) =
) = (;m} + 57w+ 6
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@ PROPRIEDADES DE SIMETRIA

suponha que () sejareal. (1) = ().

L]

x(tye I cfr] == xT (el dr = x(t)ye— 2N 4y

— TS

- X'{jw}=[

X (jw) = X (—jw)

Sinais de Tempo com Valores Reais

Forma Complexa Forma Retangular Forma Polar
FT  X"(jw)= X(—jw) Re{X(j®)}=Re{X(—jw)) | X )| =] X (—jw)| ]
Im(X (jo)} =-Im{X(—j@)]  arg{X(jw)}=—arg{X (—jw))
ES X'[kl= X[—k] Re{ X[k]} = Re{ X[-k]} | XUkd|=| X[—£]]
Im{X[k]} = —1Im{X[—k]} arg{ X[k]} = —arg{ X[—k])
DTFT X*(e/?) = X(e ) Re[X (™)) =Re[X(c™)) | X ()] =| X (e )|

Im{X(e®)) =-Im{X (™)} arg{X(e/)} = —arg{X (e )]

DTFS  X7[k]= X[—k] Re{X[k]] = Re{ X[-k]} | X (k]| =] X[k}
Im{X[k]} = —Im{X[—k]} arg[ X[k]} = —arg{ X[—k])
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@ PROPRIEDADES DE SIMETRIA

Sinais de Tempo com Valores Imaginérios

e —

Forma Complexa ~ Forma Retangular

FT  X7(jw)=-X(—jw) Re{X(jw))=—Re[X(—jw))
Im{X (jw)} =Im{X (~jw))

ES X'[k]l=—-X[~k] Re{X[k]} =—-Re{X[-k]}
- Im{X[k]} =Im{X[-k])

DTET X"(e®) = -X(e™) Re(X(e/M)} = —Re(X (e )}
ImIX{E-m)} = Im{ X (e” "))

DTFS  X'[k]=-X[—k] Re{X[k]) =—Re{X[~k])
Im{X[k]}=Tm{X[~£k]}
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# PROPRIEDADES D DESLOCAMENTO NO TEMPO

Z(jm)ﬂj 2()e 1 dt =_I x(t—-t)e iog = -[ X(T)e T+ g7

= ¢~ /¥ J. x(T)e 1?7 dr

FT
x(t—t,)>e’X(jow)
FSiop

X(t—t,) < e X[k]
DTFT O *
x[n—-n,] < e X (")
DTFS:Q,

x[n—n,] & e’"X[k]
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# PROPRIEDADES DE DESLOCAMENTO NO TEMPO

FT ,
x(t—1t,)<>e ' X(jw)

FS :ax ‘
x(t—t,) <> e’ X[k]
EE || A
x[fn—n,] <> e 7" X(e”")
DTFS:Q,

x[n—n,] < e X[k]

Determinar a 7 do pulso retangular x(7) deslocado
AXx(T) rzZ(1)
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FEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER
@ PROPRIEDADES DE DESLOCAMENTO EM FreEQUENCIA

L=, . b=, . nN=w-y =
z(f)=E_LZ(Jw)e’“"dfu =5;_[_WX(J{m—}’))eJ‘”’ﬂ‘m = E%EJ. X (jmeimnign

: | = . F} i
| =e”"g_ﬂ~.|._mx(ﬂ?)ﬂ”’f“? = eV x(r)

ej”x(t)gX(j(m—y))

. FS:ay
e " x(t) &> X[k—k,]
DTFT .
e""xfn] & X(e/'™)
DTFS:Q,

e™xfn] o e ™ X[k-k,]
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2 PROPRIEDADES DE MUDANCA DE ESCALA

Iniciando com a FT, admitamos que z(¢) = x(at). Por definic¢fo, temos

=i}

.Z(jm)= z(t)e 1t :J x(at)e 12y

="

Realize a substitui¢do T = ar para obter

Z(jw)= L j;x(r)e_j’r"’"'f”“dr = lX(jﬂ] , a>0
a:-,
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2 PROPRIEDADES DE MUDANCA DE ESCALA

0;

Lijr|=1
r|> 0

Admita que x(7) seja um pulso retangular

x(z‘)z{

obter a F7 do pulso retangular alterado na forma

y(r)z{

Ljz|=2
O,|z|>0"
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B DIFERENCIACAO E INTEGRACAO
Diferenciacdo no Tempo

| = . o | =2 . ! o
= | X ot e &L z_j S d . .
X .) ZJrJ..,, (@)e™dar  —-x(1) e ) X U@)jwe™ do wdrf’-(f}{—-*mwmx(;m,‘l

di () jwX (a)
)

Ay 5% 5 jrawX k]

't
- o ]
— jex (1) I X (jew)
o e
. priv_ d o)
— ¢ 3 X
— jnxln] (e™*)

I 2(E)dT s 2 X ) + X (GOS0
J

X (e’
| — g~ /52

+ X (e T S —k27)

ll;_'=—1:|-|:|-

o X[k 2T,
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B DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

i

Ed- ) jX (jaw)
i

Aoy TSy X k]

Feli
- o ]
— Jtx(1) < T, X ( ja)
o e
— jrx{n] 2T, d‘; X (e

Jl x(D)dT T Lm X (jw) + m X (jO)O ()
J

X (e’

1 X (eI X . S(Q—k2x)
— e

k =—oo

o X[k,

Obter a representacao em frequéncia do sinal

% (e_“’u(t))
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B DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

Determine a representagdo por FS da onda triangular
ALY

~ ¥

:
I
I
I
|
I
%

-T7/4 T/4

Determinar x(f) dado:

d e’*?
X(jw)=]j
(J@) Jda){l+ja)/3}
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i PROPRIEDADES DE CoNnvOLUGAO E MODULAGAO

Duas das propriedades mais importantes das representagdes de Fourier sfo as propricdades de
convolugio ¢ modulagio, Uma forma importante de modulagdo refere-se & multiplicacio de dois
sinais; um dos sinais muda ou “modula” a amplitude do outro. Mostraremos que a convolugdo no

dominio de tempo € transformada em modulagio no domfio de freqiiéncia, e que a modulagiio no
dominio de tempo € transformada em convolugio no dominio de freqiéncia.

Convolugdo Modulagdo
. 1 i i
x(1) * 2(1)——— X (jo)Z(jo) (2N L — X (jo) * Z(jo)

2r
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@ PROPRIEDADES DE CONVOLUCAO Ndo Periodica

y(t)=h(r) *x(t) = J mh(r)x(r-r) dr / () ﬂirm j)el Ny
- I J

I X(jw)ele P d dr l J J h(r)e 2z X(jm)ef‘”’glm

15

r(f)'rh( -

!

ym=5'-ry(jm)xum)efw §(0)= (1) 10 o) = X o) H (o)
T .
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@ PROPRIEDADES DE CONVOLUCAO Ndo Periodica

Use a propriedade da convolu¢do para determinar x(7).,em

FT 4
x(f)(—)X(jﬂJ)=—?_S€Hl(ﬂl)
e .

Admitindo x(f)zisen(m) e h(t):isen(Zm)ﬂ determinar
7t

y(t)=x(t)*h(t) .
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@ PROPRIEDADES DE CONVOLUCAO Ndo Periodica

Dada a resposta ao impulso de um sistema h(1)=2e"u(t)

com entrada x(7)=3e 'u(t), determinar a saida y(7) .

Considere um sinal y/n/ ., como sendo um smal x/7n/ .

mais uma distor¢do na forma y/n/=x/n]+ax[n-1],|a|<]

Determinar um sistema inverso que recupere o sinal

origmal x/n/ .
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# PROPRIEDADES DE MODULAGAO Néo Periodica
o ‘ l B
¥0)= 5009 0= Xea 0= 2tmemay
N=w-v,
¥(1) = LJ'M Jm X(flr’)Z(ij)Ej““")’d!]d? | = _.!..J‘H _]Jm XU"]ZU(RJ— V)) dv Efm'dm
(271) oo ~ B’ 2R} 2

§(1) = 2{0)201) L ¥ jo) =$X(jm) + 2(jo)

em que

i

X(jo) * Z(jo) j X(W2(j(@-v) dy

-0
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@ PROPRIEDADES DE MODULACAO Ndo Periodica

y(1) = x(D2(r) < ¥ ( j) = ﬁ X (jo) * Z(jw)
em que |
X(jo) * Z(jo) =j X(v)Z(j(@~v)) dv

Utilize a propriedade da Modulacio para encontrar a FT do sinal

x(t)z%senz(ﬁ)_
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i PROPRIEDADES DE CONVOLUCAO Periodica

Esta subsegiio trata das propriedades de convolugiio e modulaciio para sinais que sfio funges
periédicas do tempo, A convolugiio de sinais periddicos nfio ocorre naturalmente no contexto do
cdlculo das relagdes de entrada e saida de sinais, uma vez que qualquer sistema com uma resposta 40
impulso periddica € instivel. Porém, a convolugio de sinais periddicos é uma ferramenta dtil de
andlise e manipulagéo de sinais.

Defina a convolugfo periddica de dois sinais de tempo continuo x(t) e z(f), tendo cada umo
perfodo T como

=00 = | x(eti-0dr
(r
Aqui, o simbolo ® denota que a integragiio ¢ executada durante um tnico perfodo

dos sinais envolvidos. y(f) também € periddico, com periodo T conseqiientemente, a FS ¢ a
representagiio apropriada para todos os trés sinais, x(f), z(f) € y(1).

A substituigio da representagiio por FS e z(f) na integragiio de convolugiio leva a propriedade

y(1) = x(1) ® z2(r) =22 5 ¥k = TX[k]ZLk]
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@ PROPRIEDADES DE CONVOLUCAO Periodica

A convolugiio de tempo discrelo de duas seqiicncias x{n] ¢ z{n] com perfodo N ¢ definida como

yinl=x{n] @ Z[n] = z Akl [n-k]
k=(N)

Esta € a convoluciio periddica de x[n] € z[n]. O sinal y{n] tem perfodo N, de forma que a DTS
a representagdo apropriada de todos os trés sinais, x{n], z{n] e y(n]. A substituigfio da representagio
por DTES em z[n] resulta na propriedade

sin)=a(n] @ zln)e—=E s (k] = NX[K)Z(k]

A convolugiio de sinais de tempo € transformada na multiplicagfo dos coeficientes da DTES,
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i PROPRIEDADES DE CONVOLUCAO Periodica

Avalie a convoluc¢ido peridodica do sinal senoidal
x(t)=2cos(2nt)+ sen(4at ) com uma onda quadrada z(7) ,
de periodo 1gual a7 = 1s . apresentada na figura a seguir:

b z(t)
1

| Il
| I

~1/2 1/2 1

Determinar a transformada de Fourier x(7)= di{( e u(t)*(e*u(t-2) )}
1
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i PROPRIEDADES DE MODULACAO Periodica

A propriedade de modulagfio de sinais periddicos também € andloga a de sinais nfio-periédicos. A
multiplicagfio de sinais de tempo periédicos também corresponde & convnlugao das representagdes
de Fourier. Especificamente, em tempo continuo, tempos

y(t) = x(Dz(1) 22T 5 Y[k = X[ k] * Z[k]

em que X[k * Z[k)= D, X[mZ[k—m]

==

€ a convolugfio niio periddica dos coeficientes da FS. Todos os trés sinais em dominio de tempo tém
um periodo fundamental comum, 7. Em tempo discreto

y[n] = x(n]z[n) LIS 20N yip) = X[k] @ Z[k)

em que

X[k] ® Z[k]= ), X[m)Z[k—m]

m={N)

€ a convolugiio periddica dos coeficientes da DTES. Novamente, todos os trés sinais em dominio de
tempo t€m um periodo tfundamental comum, N.
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i PROPRIEDADES DE CoNnvOLUGAO E MODULAGAO

Convolugao Modulacao

x(t)*z('t)gX(jm)Z(jm) x(t)z(t)gle(ja))Z(ja))
4

FS: oy FS:ay

¥(1)®z(t) & TX[k]Z[k]  x(t)z(t) < X[k]*Z[k]

DTFT o 5 DIFT ] - .
x[n]*z[n] & X(e™)Z(e”™) x[n]z[n] & 2—X(f?f )®Z(e™)
/1
DTFS:Q, DIFS:Q,

x[n]®z[n] < NX[k]Z[k] x[n]z[n] < X[k]®Z[k]
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2 RELACOES DE PARSEVAL

= . | = .
Ey =J EOI ff"'(’}-‘-Ef_ X*(jw)e ™ dw

P— " -: ! - ge f ¢ -‘.El'.l' ] - ”
E, __L,t{r)ELx'{;m)e g dr =— [ xo (jm){J'_:(:}e*fﬂ”dx

27 J-ea
N : :
E, = ELMX *jo)X(jo) do ¢, deste modo, conclufmos que

, e
'J-_m]x(f}lzrff:EJ IX{ja:)[idm

L
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Relagoes de Parseval para as Quatro Representagoes de Fourier

¢ 2 _LI . 2
FT _J|x(t)| dt—zﬁ_ﬂ){(}mﬂ dw
FS —j|x(r)| d=Y|X[k][
<T> fi=40
DTFT Z|x[n]| — j|X(ef“)| 0
{2:'?)

| 2
DIFS ﬁZn:{N}' x[n] [ = Zk={N}| LYl |2
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% DUALIDADE

permutabilidade é chamada dualidade.

y(1) o 2(w) z{i‘}é—-F-L}?.}Ty(—ﬂJ} [ e Fjw) F(jr)elizfrf(ﬂcu)
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% DUALIDADE

o F(jw)

/\2 w =1 . r=—m/l-_/\ | .
- n\i | f \\‘/—'1 0 i \m

1
L4t

Exemirro Use a dualidade para avaliar a FT de x(r) ==
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Modulos

(Contetdos Teoricos

Analise de Fourter em Tempo
Conttuo e Tempo Discreto

- Representago de smais pertodicos em serie de Fourter

- A transformada de Fourter de tempo conttnno

- A transformada de Fourter de tempo disceto

- Caracterizacio no tempo & na frequiencta de sinas e sistemas

Transformadas Se Z

- A transformada § direta ¢ mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma S
- A transtormada Z direta e mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma Z
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Modulos (Contetdos Teoricos

- Representago de smais pertodicos em serie de Fourter
30 Analise de Fourter em Tempo | - A transformada de Fourter de tempo continuo
Conttuo ¢ Tempo Discreto | - A transformada de Fourter de tempo discreto
- Caracterizacio no tempo & na frequiencta de sinas e sistemas

- A transformada § direta ¢ mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma S
- A transformada Z direta e mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma Z

Transformadas Se Z
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Neste capitulo, generalizamos a representagiio senoidal complexa de um sinal de tempo continuo
fornecida pela FT através de uma representagio em termos de sinais exponenciais complexos, a qual
¢ denominada transformada de Laplace. A transformada de Laplace fornece uma caracterizagfio

mais ampla dos sistemas e suas interagoes com sinais do que aquela que € possive) com os métodos de
Fourier.

A transformada de Laplace da resposta ao impulso é definida como a fungfio de transferéneia
do sistema. A fungiio de transferéncia generaliza a caracterizagiio de resposta em freqiiéncia do

comportamento de entrada e saida de um sistema e fornece novos insights sobre as caracterfsticas do
sistema,

O papel principal da transformada de Laplace na engenharia € a andlise de
transitérios ¢ estabilidade de sistemas LTT causais descritos por equagoes diferenciais.
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Admitamos que ¥ scja uma exponencial complexa com fregiiéncia complexas = o+ jw. Podemos
escrever ' como o sinal de valor complexo

e” =e” cos t + je senwt

/\ Re{e*} . ~ Imfe")
. RN
‘\.\HH“ Em ﬂ“\“m‘_ Em
{\ /\Lh / 1.1 /
Ir [E\ f:\ . NS \ f\ h“'?"-{“-v .....
12z LY ARVARS e 15  farS T
m ,-'cy"' 4]: a __..-fg" T
-~ Ty <R
o \ C A B
’_'_.! _EJ, u _."".l- \_Em
J!, -"I/
# ¢
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Considere aplicar uma entrada da formax(f) = ¢" a um sistema LT1 com resposta ao impulso h(t),

') =h0) ) = | b= = | itet-nus =o' ey

o]

Defina a funcfio de transferéncia H(.r)-.:J‘ h(r)e ™ dr de forma que Hie") = H(s)e"

d —ix

Avagi dosstema sobee et ¢” ¢ un multpiagdo por () Entl, dentficamos
como umaatofunciodo it H() como um awovlor
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Expresse o nimero complexo H(s) na forma polar como H(s) = | H(s)| 1), em que | H (J)| e fis)
siio 0 madulo e a fase de H(s), respectivamente, Agora, reescrevemos a saida de sistema como

§=0+ jw

TOE l I1{s ;l,,, Y ot | H(o + jfﬂ)l-‘:’mﬁ jn+plo+ o

=|H(0 + jw)|e™ cos(@t +9(0 + jw)+ j|H(0 + jo)|e” sen(wt +plo + jo))

transformada de Laplace de (1) ¢ que () € a transformada de Laplace inversa de H(s).

H(o + jw) =J h()e ™ THON gy =J [(De™ ™™ dt H(o+ jw) é a transformada de Fourier de h(f)e°".

. L i

Fourier inversa de H(o+ jw) dcv; ser h(Ne=?", ouseja,  h(1)e™ = LJ‘ H(o + jw)e’™ dw
I o . : I ] ) §= J""fﬂ.’ I ot j o )
=e —.[ H(o+ jw)e!dw = —j H(o + jw)e' %" dw - Py H(s)e™ ds
B g 20 dw=dsfj =TJvo-f=
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- A transformada de Laplace de x(1) ¢

X(s)= Jm x(e ™ dt

—Cud

e a transformada de Laplace inversa de X(s) é

| o) .
x(t) = —--—i X (s)e™ dy
- 2rjlo-je

Expressamos esta relaciio com a notagfio

(1) 23 X (5)

x(f) oo M()e

| 0 |
\ o>l
1 1 | e
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regido de convergéncia (RDC)l.

O que estamos desenvolvendo indica que a transformada de Laplace € a transformada de Fourier
de x(f)e?". Conseqiientemente, uma condigfio necessdria para a convergéncia da transformada de
Laplace € a integrabilidade absoluta de x(f)e~®", Ou seja, devemos ter

Jm I.r(r)a‘ﬂdt < oo

A faixa de o para aqual a transformadade Laplace converge € denominada regidio de convergéncia
(RDC).

Note que a transformada de Lapluce existe para sinais que ndo tém uma transformada de Fourier,
Limitando-nos a certa faixa de o, podemos assegurar que x{f)e™ € absolutamente inteprdvel, apesar
de x(f) ndo ser absolutamente integrivel emsi.

se 0> L, _amﬁn x(1)e 9" = '~ y(r) é absolutamente integrivel
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FEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER
&

regidio de convergéncia (RDC).

: pjo
M M-1 - Pl
ORI AL 0 YL S
N N-1 .
5 +d.8  t.tdSta, : X
M - S linty i
= X—OV AN oL
b, H (s—z, ) : o
— k=1 = X
=— :
H (s~ P ) E e
k=1 n
- Aslocalizagdes de pélos e zeros no plano §
- especificam completamente X(s), exceto

quanto ao fator de ganho constante b .
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Exemrero Determine o transformada de Laplace de

L Calty=e"u(n)
¢ descreva a RDC e as localizagdes de pélos e zeros no plano s, Suponha que a seja real.

ExemeLo Determine a transformada de Laplace e a RDC parao sinal.

$(1) = ~e" (1)

B Exercicio Determine a transformada de Laplace, a RDC e as localizagBes de pélos e zeros
dos X(s) para

x(0) = e u(n)

k- ExErcicio Determine a transformada de Laplace e a RDC de

x(£) = u(t —5)
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i,
i DEFINICAO ‘717’1//;5] »
| | g . e o, 8,
A transformada de Laplace unilareral de um sinal x(r) € definida por RN o
| Wsay

X(5)= r x(ne™"dt

+

O limite inferior de 0 implica que ndo inclufmos o ponto #= 0 na integral. Conseqiientemente,
X(s) depende somente de x(f)-'paru 150, As descontinuidades e impulsos em £ = 0 sfio excluidos.

Denotaremos a rel acfio entre X(5) e x(f) como
A1) == X (3)

onde 0 subscrito i em ¥ denota a transformada unilateral. As transformadas de Laplace unilateral e
bilateral sdo equivalentes naturalmente para sinais que sio nulos 7 < ()
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I
x(t) € X(s)

. Ly
e“u(t) <&

Tt # |

j 22
e“u(t) <

comRDC Re{s }>a

S —d

trabalhar com sinais causais
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Modulos

(Contetdos Teoricos

Analise de Fourter em Tempo
Conttuo e Tempo Discreto

- Representago de smais pertodicos em serie de Fourter

- A transformada de Fourter de tempo conttnno

- A transformada de Fourter de tempo disceto

- Caracterizacio no tempo & na frequiencta de sinas e sistemas

Transformadas Se Z

- Atransformada S direta & mversa
- Pronmiedades e caracterizacio de SLIT com a transforma S

- A transformada Z direta e mversa
- Propriedades e caracterizacio de SLIT com a transforma Z
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¥ PROPRIEDADES

Linearidade

ax(t)+by(t) < aX(s)+b¥(s)

Mudanga de escala

x(at) 2) LX[E)

ja| \a
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¥ PROPRIEDADES

Deslocamento no Tempo
x(t—-t)e>e " X(s)
rtal que x(t—7)u(t)=x(t—t)u(t—rt)

Deslocamento no Dominio s

e x(t) <E>X(s—sa)
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¥ PROPRIEDADES

Convolugdo
Fi
x(1)*y(t) <> X(s)Y(s)
Diferenciagio no Dominio s

o d
—tx(t)(—);X(s)
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O novo endereco da Tecnologia. \ | I P I S

¥ PROPRIEDADES

Diferenciagdo no Dominio de Tempo

—x(z) <—> j( x(r)] “dt

[: (I]HTX(T) x(0%)
(lf

Propriedade de Infegragdo

8
jx(r)dr <i> x (07 +X(S)

—ag

x V(07 ) = [x(t)dr

A \)



Determinar a transformada de Laplace

x(t)=(—=€e"u(t))*(tu(t)).
Determinar a transformada de Laplace
x(t)=e ' (t=2)u(t-2)

Determinar a transformada de Laplace

Xiti=w(t).
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Teoremas dos Valores Inicial e Final

O teorema do valor inicial

limsX(s)=x(0")

§—>»00

O teorema do valor final

limsX(s)=x(w)

5—0

Determinar os valores 1nicial e final

) X(s)= 7s +10
s(s+2) s(s—2)

X(s)=—e"
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